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Soit h l’hamiltonien monoélectronique de l’atome d’hydrogène, exprimé dans le système d’unités
atomiques
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Soit encore
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1. Quel est le rôle du facteur
√
β3/π dans la définition de la fonction ψβ ?

C’est une constante de normalisation.

2. Donner l’expression du laplacien ∆ = ∇2 en coordonnées sphériques.
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3. Donner l’expression de ψ′
β, où ψ′

β = hψβ.
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4. Donner la valeur de β0, de sorte que ψ′
β0

soit proportionnel à ψβ0 . Donner la valeur de la
constante de proportionnalité qui en résulte. Comment appelle-t-on ψβ0 ?

On aimerais une proportionnalité alors
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Alors,

β0 = 1

Et alors la constante de proportionnalité qui en résulte est :

C = −β
2
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2
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On appelle ψβ0 la fonction propre.
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5. Montrer que

E(β) = 〈ψβ|h |ψβ〉 =
1

2
β2 − β

Et calculer la valeur de βm, pour laquelle E(βm) devient minimal.

〈ψβ|h |ψβ〉 =
〈
ψβ
∣∣ψ′

β

〉
=

∫
r2 sin θdrdθdϕ

β3

π
exp(−2βr)

(
−β

2

2
+
β

r
− 1

r

)
=

∫ π

θ=0

sin θdθ

∫ 2π

ϕ=0

dϕ

∫ +∞

r=0

drr2
β3

π
exp(−2βr)

(
−β

2

2
+
β

r
− 1

r

)
= 4π

∫ +∞

r=0

drr2
β3

π
exp(−2βr)

(
−β

2

2
+
β

r
− 1

r

)
= 4β3

[
−β

2

2

∫ +∞

0

drr2 exp(−2βr) + (β − 1)

∫ +∞

0

drr exp(−2βr)

]
= 4β3

[
−β

2

2

(
1

4β3

)
+ (β − 1)

(
1

4β2

)]
= −β

2

2
+ β(β − 1)

Alors on retrouve bien :

E(β) = 〈ψβ|h |ψβ〉 =
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Alors, on trouve :

βm = 1

6. Quel est le rapport entre β0 et βm ? Discuter le résultat.

On remarque que β0 = βm.
Cet exemple permet de visualisé que l’énergie devient minimal si le paramètre β est aussi
un paramètre qui nous permet d’obtenir une fonction propre de l’hamiltonien, alors la
fonction propre de l’hamiltonien vas minimisé la fonctionnelle associée.


