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10.1 Fonctions de Bloch et bandes d’énergie : modéle de Kronig-Penney

On considére un électron soumis au potentiel en créneaux créé par N ions équidistants de a,
formant un réseau unidimensionnel. L’énergie potentielle est représentée ci-dessous.
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—b<zx<0 V(z) =V,
O<z<c V(z)=0

Avec a = b+ c.
1. Pour chacune des deux régions, donner les expressions des solutions de I’équation de Schro-
dinger. On notera A, B, C et D les constantes d’intégration.

On note a = == et f = Y———

_h_26_2 () + V(x)Y(x) = EY(x)

2m 0x?

e Région V) =0, z € [0, ]

d? 2m
A TR

Alors,

1 = Aexp(iarx) + Bexp(—iax)

e Région Vy # 0, z € [c, al

d? om
@@/}2 = —ﬁ(E — Vo),

Alors,

1y = C'exp(ifix) + D exp(—ifz)




2. D’aprés le théoréme de Bloch, quand un électron est soumis & un potentiel périodique, sa
fonction d’onde peut se mettre sous la forme :

Y(x) = uk(x) x exp(ikz)

avec ug(x) = ug(x + a), ot a est la période.

Nous prenons des conditions périodiques ¢ (z) = (x + Na). Déterminer I'expression de
la fonction d’onde pour ¢ < x < a en précisant les valeurs discrétes que peut prendre le
vecteur d’onde k.

Région Vy # 0, y € [—b,0] alors x = a + y,

Y(r) = la+y)
= ui(a +y) exp(ik(a + y))
= exp(ika)ui(y) exp(iky)
= exp(ika)iz ()

On doit se servir de :
Ur(x) = Yr(x + Na) = ug(x + Na) exp(ik(z + Na)) = exp(ikNa)pg(z)

Donc,

2
exp(ikNa):1:>k:N—7Tn n ez
a

Plus généralement,

Yr(z + na) = ug(z + na) exp(ik(x 4+ na)) = exp(ikna)y(z)

3. Déterminer les constantes A, B, C et D en écrivant la continuité des fonctions d’onde 1) et
de leurs dérivées premiéres d¢p/dzx en x =0 et = c.

Continuité en x =0 :

1iI(I)1+ U (z) = lirél+ Po(x) =| A+ B=C+D (1)
li d = i d a(A+ B) =16(C+ D 2
tim (@) = lim L aa) = | (A + B) = i8(C + D) @)

lim v (z) = 1im+ o) = hril+ Yo(x) exp(ika)

Tr—rCc— Tr—C x



Alors,
Aexp(iac) + Bexp(—iac) = exp(ika)(C exp(—ifb) + D exp(if3b)) (3)
lim %y (2) = Tim () explika)
she dp T T g R PR
Alors,

ia(Aexp(iac) — Bexp(—iac)) = iff exp(ika)(C exp(—ifsb) — D exp(if3b)) (4)

(1), (2), (3) et (4) forment un systéme de quatre équations linéaires d’'inconnues A,B,C et
D sous forme matricielle la solution est :

1 1 —1 —1
a - - B _ 0
exp(iac) exp(—iac) —exp(ika) exp(—ifb) —exp(ika)exp(iSb)

aexp(iac) —aexp(—iac) —[fexp(ika)exp(—ifb) [exp(ika)exp(ifb)
On aboutit a :

cos(ka) = cos(ac) cos(Bb) — o+ 5

sin(ac) sin(5b)

. On admettra que le systéme d’équations a une solution non triviale uniquement si I’égalité
suivante est satisfaite :

a? + B2

2a3

Vérifier que lorsque I'énergie potentielle est partout nulle on retrouve la relation des élec-
trons libres.

Pour Vj = 0, alors a = 3, et donc a? + 3%/2a3 = 1,

cos(ka) = cos(ac) cos(Bb) — sin(ac) sin(5b)

cos(ac) cos(Bb) — sin(ac) sin(Bb) = cos(a(b+ ¢)) = cos(aa) = coska

Et donc,
2mkE
l{} = =
“TTh
Ainsi,
h2k?
B =
2m

Ce qui est la solution pour les électrons libre.



5. On considére le cas de barriéres trés hautes et trés fines ot nous avons ¢b < 1, avec iq = f3
et £ < V.

Montrer en explicitant P que 1’égalité de la question 4 se réduit a

sin(aa)

cos(ka) = P + cos(aa)

aa

lim sin(8b) = igb li b) =1
im sin(8b) = iq Bbg%+ cos(b)

Bb—0t+
Et
9 5  2m
a4+ f7 = §(2E - V)
2m
T
Alors,
2mVy
cos(ka) = cos(ac) + az'qlq sin(ac)
() + ™72 sin(aa)
~ cos(aa sin(aa
ah?
Avec F < Vy et a =~ c.
Ce qui est bien I’équation recherchée avec
_ mVpab

P 2

6. Représenter graphiquement 1’évolution du second membre de I'égalité en fonction de aa

pour P = 37/2 En déduire 'existence de bandes d’énergie permises et interdites. Combien
d’états électroniques peut contenir chacune des bandes autorisées ?
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L’axe x est proportionnel a I’énergie et 'axe y a k.
Les parties traitillées sont les zones sans valeur ka solution de I’équation de la question 4,
car le cosinus est compris entre 1 et —1.

Le nombre d’états (1D) : Uintervalle entre deux états est de Ak = 27 /Na, dans la premiére
zone de Brillouin, de largeur 27 /a, il y a donc 27 /a : 27/Na états; soit N (par exemple

sur la branche B’AB).

. Que devient le spectre d’énergie quand P tend vers l'infini ?

Quand P augmente, la pente de la courbe représentant représentant la solution augmente :
as — ag, donc By — Ep = h*n?/2ma?, c’est Iénergie de 1'état fondamental d’une parti-
cule dans un puits (isolé) de longueur a, avec une faible dispersion.

. Application numeérique : Evaluer la largeur énergétique de la premiére bande permise et
de la bande interdite qui suit pour P = 37/2 et a = 3 A.



3 sl 5
Point A : 1 = cos(aa) + 3m sin(aa) QA0 R =T
2 aa 6
3 s 3
Point C : — 1 ~ cos(aa) + 3m sin(aa) a0 R =T
2 oaa 2
h? R* 11
Largeur de bande : Ep — Ey = %(OPB —a?) = 5 %79
L de bande interdite : E¢c — E h2(2 2) W50
argeur de bande interdite : —FEp=—(ap—ap) = -
& “ B om ¢ T T 9ma? g
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