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1.1 Chaine d’atomes mono-atomiques, calcul des densités de modes et
d’états

Une déformation élastique d’une chaine faite d’atomes séparés par une distance a peut s’écrire
sous la forme d’une onde de vecteur d’onde k. Nous supposons que le systéme est fait de N
atomes, et donc d’une longueur L = Na, sur laquelle nous imposons des conditions périodiques.

a) Montrer que la périodicité des atomes implique une périodicité en k ; calculer la périodiciteé.
k peut-il étre négatif 7 Si oui, quelle est I'interprétation physique. On spécifiera les limites
Kmin, kmax des valeurs "pertinentes" (non équivalentes par translation) de k.

Soit u la fonction représentant la variation par rapport a I’équilibre,
u(z) = Aexp(iwt — ikz)

oll x = na une variable discréte puisque n € Z.
Une invariance par translation a se traduit alors par

u(z) = u(z + a)
Et donc,

u(z + a) _ Aexp(iwt —ik(x + a))
u(z) Aexp(iwt — ikx)

= exp(—ika) =1

Ce qui impose une condition sur k,

ka = 2mm
ou m € Z, alors
2
k=m=—
a

Et alors, on remarque que k a des valeurs discrétes.

k est lui aussi invariant par translation, mais cette fois ci une translation 27 /a, alors on
dit que k appartient a [’espace réciproque (qui est un analogue de I'espace de Fourier). La
dimension de k est 'inverse d'une distance.

Cette invariance par translation défini & dans une fenétre [0, 27/a|, mais plus communé-
ment, on défini k dans la zone de Brillouin qui est l'intervalle [—7/a, 7/a).

b) Déterminer quelles sont les valeurs "possibles" de k, et montrer que le nombre total de ces
valeurs est N dans l'intervalle kpin, Kmax-

Par les condition périodique du cristal,



Alors,
exp(ikL) =1
Et alors,
2
k= %m’
oum' € Z.

Remarque :
e pour m < 0 et k£ < 0 on obtient une onde qui se propage selon —x on parle
alors d’onde rétrograde.

e pour m > 0 et kK > 0 on obtient une onde qui se propage selon x on parle alors
d’onde progressive.

Le nombres de valeurs possible de la zone de Brillouin (abrégée BZ) c’est alors,

étendue de l'intervalle  27/a L

= =—=N
Ak 2r/L  a

Et en général, N est proportionnelle & /N, ott N4 est le nombre d’Avogadro, et c’est une
racine troisieme car nous somme en 1D ici.

A un vecteur d’onde k, on associe un oscillateur harmonique quantique, d’énergies F,, = hw(k)(n+
1/2). (remarquez que le nombre d’états par vecteur d’onde est 3, si I'on autorise les atomes a se
déplacer dans les trois directions de I'espace).

c) exprimer I’énergie moyenne Ej, pour un vecteur d’onde k& donné, qui peut s’exprimer comme
un nombre de particules (phonons) a cette énergie, a température T'.

On sait que

(By) = hw [nB(Bhw + 1]

ou npg, le taux d’occupation de Bose,

"B = exp(z) — 1



Remarque : Pour montré cela on démarre avec la fonction de partition Z1p a une
dimension,

Z1ip = Zexp(—ﬂhw(n +1/2))

n>0
On connait aussi le développement,

1
szn: 1— 5

n>0

Et la valeur moyenne de ’énergie (F),

107

(B) =355

d) calculer I'énergie élastique totale du systéme, sous forme de somme, puis d’une généralisa-
tion a une intégrale, d’abord sur un incrément dk, puis sur un incrément dw en supposant
un modéle de Debye. Introduisez la densité d’état g(w) , définie par le nombre d’états
d’énergies entre fw et fi(w + dw) et donner son expression.

On sait que dans notre systéme, chaque particules a 3 degrés de libertés (induit par le fait
que l'on soit en 3D, alors

U=3 i (Ek)

k possible

Alors en réutilisant la forme précédente pour (FEy),

—_

U=3Y hw(k) [nB(ﬁfw(k)) +

_3L
o7

2

N | —

dkhw(k) [nB(ﬁhw(k)) +

|

Remarque : On a utilisé,

1 L
Zk_Ak/dk:_% dk

Ici se décline alors deux situations,

e Dans le modeéle de Einstein, w est indépendant de k, alors

U =3N(E)




e Dans le modéle de Debye,
w = vpk k=—uw
oll vp est la vitesse de Debye. On réécrit alors U,
1
U= /dwg(w)hw {nB(ﬁhw) + 5}

ici g(w) est induit par le changement de variable de k a w, et g(w) est une densité
d’états, c’est a dire le nombre d’états entre w et w + dw.

e) dans les modele de Debye, Einstein, dessinez les fonctions w(k) et g(w).

Dans la théorie de Debye,

Dans la théorie de Einstein,

sauf pour la valeur w = wg.

|
-T/a



1.2 Fluctuations thermiques de l’oscillateur harmonique

Soit un oscillateur harmonique 1D avec des niveaux d’énergie
1

Si l'oscillateur est en équilibre thermodynamique avec un bain & une température 7', la probabilité
d’occupation du niveau n est :

avec n € N.

_ exp(—SE,)
Pn = T
ou B = kgT et le terme normalisant Z = ) exp(—fE,) est la fonction de partition.

a) En cours, nous avons vu que ’énergie moyenne peut s’écrire & partir de la fonction de
partition comme

107
=70
Montrer que
10%°Z
(E%) =~ o
7 0B

On sait que,
2> — ZE2P
~Y B2 exp(—fEn)

~ A
Et,
0*Z 0
3_52 = a—BQ (Z exp(—ﬁEn)>
_ Z {852 exp( 5En)}
= Z E’?L exXp _ﬁEn)
- 248"
D’ou,

10%Z
() = 7 02




b) En cours nous avons vu que :

_ exp(—Lhwg/2)
1 — exp(—Shwg)

Trouver une expression approximative de (E) et sa fluctuation thermique o = \/(E?) — (E)?
dans la limite des hautes températures.

Limite haute température veux dire que T tend vers 400, alors 3 tend vers 0,

1
2 = 3 mb(Bhw)2)

On sait quand z tend vers 0, sinh(z) tend vers z, alors

M7 B
Calculons (E),
107
(E) = 708
1
Sl G
_1
G
Calculons (E?),
1022
=z
2
G
2
N
Alors,
1 2
(E) = 3 (E?) = 7
D’on,
2 1
=\
_1
G



D’ou,

O'E:]{?BT

Généralisation a N oscillateurs : si nous avons N oscillateurs indépendants, la fonction de
partition s’écrit Zn(83) = [Z1(8)]Y on Zi(B) est la fonction de partition d’un oscillateur
unique.

Montrer que l'énergiec moyenne de N oscillateurs indépendants (Ey) peut s’exprimer
comme N(F;) et que ses fluctuations vérifient : o5, = vV Nog,.

Expliquez pourquoi nous ne discutons que la valeur de I’énergie moyenne, soit que nous né-
gligeons les fluctuations, pour expliquer les propriétés de solides de tailles macroscopiques,
fait d’un grand nombre d’oscillateurs avec N oc 10%° ou plus.

On sait qu’on peut écrire (Ey) 'énergie moyenne de N oscillateurs indépendants comme,

1 0Zy
" Zy 08
19z
-~ ZN o

<En> =

Car on peut factorisé Zy comme Z}.

(Ex) = ~(Bha) (/%,W)N

— (8h)" S
_ N%
= N(E)
(B2) = (20
_ (Zij:ﬂz;) N+ NN -1) (Zilaa—zﬁl)g

= N(E}) + N(N — 1)(£,)?
Alors,

(En) = N(E) (EX) = N(E}) + N(N — 1)(E1)*




Ainsi,

ox = /NN — 1)(E,)? + N(E?) — N*(E,)?
= \/NO'El

D’ou

ON = \/Nk’BT
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