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2.1

Vibration d’une chaine 1D, influence des seconds voisins

On généralise le cas du cours, d’atomes identiques, équidistants, en position d’équilibre x,, = na
avec n € Z de masses identiques m. On suppose une interaction harmonique de constante ry
avec les premiers voisins, et ko avec les seconds voisins.

a)

Etablir I’équation régissant le déplacement dz,, de ’atome n, en fonction des déplacements
de ses premiers et seconds voisins.

On peut écrire le potentiel total Vi :
Vit = Z V(xipr — ;) + Z V(Tiz2 — x5)
K K
=W+ ; 51 (02541 — 59€i)2 + Z ?2 (022 — 5%’)2
Et on peut définir la force F, :
_amot

Fn = b = K1 (&En—i-l + 53371—1 - 253371) + Ko (51'71-‘,-2 + 5In—2 - 251‘%)
Tn

Et alors on trouve I’équation régissant le déplacement dx,, :

moZ, = K1 (0Zpy1 + 0xpy_1 — 20xy,) + Ko (0Tpio + 0Tp_o — 201,,)

Etablir la relation de dispersion des phonons longitudinaux w = f(k) & partir d'une hypo-
theése de solution de la forme dz,(t) = Aexp(iwt — ikna).

On injecte la forme de I'hypothése dans ’équation précédente, alors
—mw? = 2k, (cos(ka) — 1) + 2ky (cos(2ka) — 1)
Et on se rappelle de la relation trigonométrique

1 — cos(z) = 2sin® <£)

2
Et ainsi
w? = 25 (1 — cos(ka)) + 262 (1 — cos(2ka))
om m
4 k 4
= 2 gip? (_a) + 2 sin?(ka)
m 2 m
d’ou

ER

k
\/m sin? (?a) + Ky sin®(ka)




c)

Quel est le signe de k17 Donner une justification physique. Les mémes considérations
fixent-elles aussi le signe de ko 7 Comment peut-on avoir un ko négatif?

Par hypothése de stabilité des liaisons chimique entre premiers voisins, k1 > 0. Cependant
ko lui peut-étre négatif, dans la mesure que dans I’équation précédente, ce qui est sous la
racine reste positif ou nul.

Calculer la vitesse du son pour ks = 0, ko > 0 et —k;/4wky < 0. Expliquez pourquoi la
vitesse du son pour ky > 0 est plus grande que dans le cas ko = 0. Expliquez ce qui se
passe pour —k;/4 = ko.
On sait que pour k petit :

W = Vsonk

Alors :

Vson = 20

0 .

son *

Dans le cas ko = 0, on retrouve la vitesse du son qu’on connait v
/K
0 1
Vg = Ay | —
son m

0
/USOII > /Uson

Si ke > 0, alors

Si ke < 0, alors

0
son

Vson < U
Et on remarque vy, tend vers 0 pour ko qui tend vers —rq/4.

Représenter la relation de dispersion pour les cas ko > 0, —k1/4 < ky < 0, que se passe-t-il
quand —ky /4 > ky?




2.2 Vibration d’une chaine 1D, constante de rappel asymétrique

On considére un réseau linéaire de maille a ayant un motif composé de deux atomes identiques
et distants a I’équilibre de b < a/2. La position des atomes a 1’équilibre est notée xy, xa,.., Tay,
Zoni1. Leur écart par rapport a leur position d’équilibre est wuy, us,.., Ugn, Uspi1-

Ce systéme peut correspondre, par exemple, & une chaine d’atomes de C, avec une alternance
de liaisons simples et doubles, dans des systémes polymeéres.

1. On considére uniquement les interactions entre premiers voisins caractérisées par les constantes
de rappel 51 et f. (1 est associée a la liaison entre les atomes de carbone notés 2n et 2n+1,
B, & la liaison entre les atomes de carbone notés 2n + 1 et 2n + 2. Etablir les équations du
mouvement des deux espéces d’atomes constituant le motif.

Soit M la masse des atomes de carbone

{ My, = 51(U2n+1 - Uzn) - 52(“271 - U2n—1) (1)

Mﬁ2n+1 = 52(U2n+2 - U2n+1) - 51(U2n+1 - U/2n) (2)
2. On cherchera des solutions de la forme :
Ugn = Aexp(iwt - k‘%n) Uon+1 = Bexp(iwt - k$2n+1)

Etablir les relations de dispersion w = f(k) des branches acoustiques et optiques longitu-
dinales en fonction de (1, B2, M la masse d’'un atome et a.

On sait que
Ugp o = Uy eXp(—ika) Ugp—1 = Ugp+1 €Xp(ika)
Alors
—Mw?ugy, = Biugpi1 — Biuon — Potizn + Bo exp(ika)us, i1
{_MWQUQn-I—l = By exp(—ika)uz, — Bolizni1 — Broni1 + Bruon
On peut alors encore réécrire ca

(Mw® — B1 — Ba)usn + (B1 + B2 exp(ika))usny1 = 0
(Ba exp(—ika) + B1)ugn + (ng — Ba = Bi)ugns1 =0

Alors on sait que la solution est pour le déterminant de ce systéme égal a 0 :

Mw? — (1 + B2) B+ Beexp(ika)

Bexp(—ika) + f1 Mu? = (B + )|

On trouve alors :

(Br + B2 — Mw?)? — [5% + B3 + 26152 COS(/@@)} =0
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3. Calculer la valeur du rapport A/B pour chacune des branches au centre de la zone de
Brillouin (k = 0).

4. La vitesse du son mesurée le long de la chaine est v, = 5000 m.s~! . On donne :

By b

Bl_a_b

Déterminer les valeurs de fréquences caractéristiques d’oscillation des atomes au centre et
en limite de la zone de Brillouin. Représenter les courbes de dispersion correspondantes et
mettre en évidence l'intervalle des fréquences interdites.

a=5A b=125A
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