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Rappels de mécanique quantique

Equation de Schrédinger :

ih%wx, t) = Ho(z,t)

h? 02
| Ly |+] Vel

L’encadré rouge caractérise la partie d’énergie cinétique, et ’éncadré bleu la partie d’énergie
potentielle.

En cours on a vu qu’a 'impulsion on peut lui associé un opérateur, p
p— —ih—
Ox

Si désormais on réécrit I’équation de Schrédinger avec cet opérateur impulsion :

m%zp(x,t): P’ +| V@) || v(x,t)

2m

L’énergie cinétique et ’énergie potentielle sont immeédiatement reconnaissable.

Quand le systéme est conservatif, on peut alors écrire
Hy(z) = Ey(x)

On définit une observable comme étant un opérateur associé a une quantité mesurée ou mesu-
rable.

Opérateur hermitique :

e diagonalisable
e les valeurs propres d’'un opérateur hermitique sont réelles

)



Préliminaires.

Soit ¢ (x,t) la fonction d’onde a l’instant ¢t d’un systéme physique a une dimension.

Montrer que
+0o0o
| e

o0

est une constante au cours du temps.

U HPde = O H*(z, t)d
& . W}(Iv )‘ I_E . w('ru )Q/} <I7 ) x
T (x,t) |, too o*(z, t
:/_Oo %w (z,t)dz + - w(x,t)%dx

(1) (2)

W= [ ot = V@t 0)] (o0

o L2m 022

On prend le conjugué de I’équation ci-dessus :

@ = [ o) |G ) + V@ 0] o
W+ =g [ vt v - 2 [ oo 2w o] a
PP = { {w,w%w,w} +: - {w@:, t)(%w*(:c,t)] i}

= 0 par interprétation de la fonction d’onde



Exercice I - Paquet d’ondes.

On considére une particule libre de masse m, d’énergie F et assujettie & se déplacer
selon une direction Ox. on note ¢ (z,t) la fonction d’onde caractérisant I’état de la
particule au temps t.

1. Dans un premier temps on suppose que

Y(z,t) = Aexpike=wt

ou A, k et w sont des constantes.

(a) Donner la relation qui existe entre w et k pour que ¢ (z,t) soit solution de

(b)

I’équation de Schrodinger. En déduire la valeur de ’énergie E en fonction
de w.

C’est une particule libre donc I’équation de Schrodinger devient :
h* o2

L0

D’ou

On a donc :

Calculer p,, la densité de probabilité associée a ¢(z,t). L’état du systéme
peut-il étre décrit par ¢ (x,t) ainsi définie ?

On a
py = ¥(z,t)|? = A?

Ce n’est pas une fonction de carré sommable, le systéme ne peut-étre décrit par une
telle fonction d’onde ¥(x,t).



2. On propose maintenant

1 [ .
Vet = —= JCE

ot g(k) est une fonction de k.

(a) ¥(z,t) ainsi définie est-elle solution de I’équation de Schrédinger ?

C’est une combinaison linéaire des fonctions d’onde de la lére partie : elle est donc
bien solution de I’équation de Schrédinger.

(b) Quelle condition doit satisfaire g(k) pour que ¥ (z,t) représente un état
physique ?

Rappel : soit f(x) une fonction de la variable x, sa transformée de Fourier, quand
elle existe, est une fonction f(k) de la variable k définie par

+oo
F(k) = J% / exp*® f(z)dz

La transformée de Fourier inverse est donnée par :

o 1 e ik f
fla) = = / o™ )

La transformée de Fourier conserve la norme (relation de Parseval) :

[ iswrar= [ oo ax

[e.o] o0

Si on écrit ¢(x,0) :

+0o0
V(.0 = —= | o exp

En appliquant la formule de Parseval :
+00 5 +00 9
| wofa= [ lgwrar

On peut donc analysé le systéme soit dans ’espace des x, soit I'espace des k. Pour
faire le lien entre les deux on réalise une transformée de Fourier.

Dans le préliminaire, on a montré que :

+o0o
/_ (e, 0) P

[ee)



est une constante au cours du temps.
Alors, d’apres la formule de Parseval, si g(k) est de carré sommable, alors [ joc;o b (z, 0))*da

. + 2 . N
existe, et alors |7 |¢(z,t)|"dx aussi d’aprés la constance au cours du temps.

1}
(c) A titre d’exemple, on choisit g(k) = exp % ont ko > 0. Calculer 9(z,0) et

déterminer Ax et Ak les largeurs & mi-hauteur respectives de (z,0) et
g(k). Calculer AxAk.

1 o
r,0) = — 0
V0= T )
2
Ar = —
T ko
1
k) = -
g(k) 5
L
exp ko—_
k|
= (2
b =~
|k| = koIn(2)

Donec :



o = koIn(2)
Ak = 20k

Ak = 2ko In(2)

Cela entraine :
AxAk = 41n(2)

C’est une constante.



Exercice II - Paquet d’onde gaussien

La paquet d’ondes décrivant une particule quantique a une dimension est au temps
t=20

Y() = aexpo® expr e/ 1)

ou ko, zyp et 0 (0 > 0) sont des constantes données.

Indications : On rappelle que

Feo 2 ™ Feo 2 ™ 2
exp “dr=4/— |, exp ® exp™?dr = (/= exp ¥ /4@
. a o !

1. Déterminer a de telle sorte que f_Jr;o ()P d = 1.

+oo 9 9 +o0 (z—20)2
| w@Pde=af [ e
= |a|*ov/7

laf’ov/T =1

Autant prendre la valeur la plus simple possible.

2. Calculer a t = 0, la valeur moyenne < x > et I’écart quadratique moyen Az =
(x%) — ()2, I’état du systéme étant caractérisé par la fonction d’onde ¥(z,0)

().

—+00

(0) = U (z,t) [0 (z, )] da

_ (low)

Donc si 0 est 'opérateur position, < & > :

—+00

(&) = (2, t) [#(z, 1)) da

—+00

= V*(z, t)x(x, t)de

—00

—+00

~ [ el

—00



On sait que c’est une loi normale, donc la moyenne est la valeur la plus probable zy d’ou :
+o0 5
@)= [ alvle)as
—00
+OO 11.2
= \a]2/ (u+ xo)exp o2 du
—o0

2 [T w2 o [T w2
= |al uexp o2 du+|a| xg exp o2 du
—00 — 0o

J/

—~
fonction impaire

:O+ZEO

:xo

—+00

@ = [ @l

—00

400 w2
= |a|2/ (u + z0)* exp o2 du
—0o0
+oo w2
= \a|2/ (u? + 2uzo + 23) exp” <% du
—o0

+00 2 +oo 2
2 2 -ty 2 2 -ty

= |al u”exp o2 du + |a|"x] exp o2 du

—o0 —00

2 [T u?
=2t +al / u? exp” 2% du
—0o0

_ 2 O
)

o
Ar = —
V2

. On montre que 1&(/{:) I’amplitude de probabilité dans ’espace des impulsions est
reliée & amplitude de probabilité ¢ (z) par la relation

+00 +oo A
Wb%[wwwmebﬁlwwww

Calculer (p), ApAz avec p = hk.




o 1 oo —ikx
9 = = / U@

1 oo ik, ik 2 2
_ ikox —ikx —(z—x0)*/20
= — a exp”™* exp exp dz
V2T /_oo

+oo
a ; 2 2
ix(ko—k) —(z—x0)*/20
ex ex dz
V2T /_OO P P
Onpose X =2 — 29 =X + 20, dou dX = dz.

w(]{) — L expi(X""xO)(kO_k) eXp_X2/20'2 dX

Ver

a 20 (ko—k e i X (ko—k X2 /202
= exp'@o ko= )/ exp X Fo=k) oxp=X°/20" 4 X

V21

oo

| ao expizo(kofk) eXpﬂy?(kofk)z/z

(p) = h{k)
_ h/_:ok‘z;(k)(dk

+o0o
= h/ ka’c? exp‘"2<ko_k)2

[e.e]

+00
= ha202/ k:e><;p_‘72(k0_k)2

o0

Onpose z=ky—k — k=ky— z.

+oo
(p) = hazaz/ (ko — 2) exp "

—00

+o0 +o00
2,2 _~2.2
= haQUQ/ koexp 7 * —ha202/ zexp 7 *

—00 —00

+o0o
_ 2.2
= ha202/ koexp 7 ?

— hato?ly VT

ag
= haZO'ko\/;T
— ko

La transformée de Fourier d’'une Gaussienne est une Gaussienne.



(p?) = n*(k?)
400 5
- hQ/ k:Q‘w(k)‘dk
o +oco
= h*a%o? / k> exp_"Q(’CO_W dk
On pose, Z = ko — k ce qui veux dire k = kg — Z) :
—+00

“+oo
h2a20_2/ k2 eXp—o'Q(ko—k)2 dk = h2a20_2/ (kjo . Z)2eXp_U2Z2 dz

oo —00

+oo 2,2 oo 2.2
= h2a?0? k;g/ exp 7% dz+/ Z2exp 77 dz

o0 —0o0
J/ .

-~ -~

(1 2)

Le terme croisé est une fonction impaire, donc il s’annule.

1) = kgg

too 2,2 Foo 2,2
(2) = / Pexp 77 = / zXzexp 77

o0 [e.9]

1 2.2 Feo ]. oo 2,2
=|—z——exp 77 + — exp 7% dz

202 o 207 )
1T
202 ¢

R*a*o® [(1) + (2)] = h2a202k8ﬁ + hQaZJQﬁ
o

20'2
—FLQ k2 L
0+2_[T2
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On trouve alors

AxAp = g

Les paquets d’ondes Gaussien minimisent les relations d’Heisenberg.

. On suppose qu’aucune force ne s’exerce sur la particule (particule libre), mon-
trer que 'amplitude de probabilité au temps ¢t est donnée par

1 [t _—
\Iz(x,t):ﬁ / Y (k) exp’®e=wD qk

ou w = %, m étant la masse de la particule. En déduire que v (z,t) est encore

de la forme (1) et calculer les nouvelles quantités z, k, et o.

On se rappel que ¥ (z,t) est solution de ’équation de Schrodinger :

m% = Ho(x,t)

On se pose la question : est-ce qu'il existe un couple d'une valeur E et d’une fonction ¥(x)
tel qu’on ai :

A~

Hip(z) = Ex(x)

H est un opérateur hermitique, donc les valeurs propre de cet opérateur sont réelles.
Dans le cas d'une particule libre :

h2 " " 2mE
—%d} (z) = E¥(z) & ¢"(z) + 72 Y(zr) =0
On peut pos¢ K? = 22E

V() + K*(x) = 0

E varie continument sur tout RT
D’ou on obtient la forme de ¢ (x) :

Y(r) = Aexp™ +Bexp "



Ici, on chercherais une combinaison linéaire :

V(1) =Y Col(t)n(x)

Désormais on cherche ¢ (x,t) de fagon continue :

400
W(x,t) = / C(k,t) exp™® dk

o

On peut injecté cela dans ’équation de Schrodinger :

; o aC(k7 t) ikx h2 e d2 ikx
Zh/;oo Texp dk = —% . C(kf,t) (@ exp )dk‘

h2 +o0 )
=—— E2C(, k, t) exp* dk

2m J_o

Ici, on se place dans le cas d’une particule libre.

On regroupe :
+o0 21.2
/ [z’hacgz 8 _ Rk C(k,t)] exp™ dk =0

oo 2m

macg; ) ety = 0
0C(k,t) B
v wC(k,t) =0
oC (k,t) B
By +iwC(k,t) =0
D’ou
C(k,t) = A(k) exp™ ™!
D’ou

On a vu que

On retrouve bien alors

12



13
Pour le calculer, on connait 15(]{;), on l'insére dans 1’équation précédente et on y calcule :

1 [t | |
¢<£L’, t) = E/ aoc eszxo(ko—k) exp—a2(ko—k’)2/2 expz(lm—wt) dk

+o00
_ ao eXpikozo/ eXp—ikmo eXp—UQ(kO—k)2/2 esz’(kz—wt) dk

\ 2T S

U:ko—kik:ko—u

' i ; il (ko —w)o— R =%t
w(l',t) _ aoc expzkoxo/ eprz(kofu)mo eXp7u20.2/2 exp (( 0—u) T ) du

Ver

o
+oo 2
ao . . . .2 2 . . _.hkot hult
— expzkoxo exp zkoxo/ eszuxo exp uo?/2 eszkox exp ux exp (s esz 2m du
v 2 o0
ao ik ik (xfx ,M) too m(z 7w+hkot) —u2(02/2+iht/2m)
= exp" 0T exp OO Im exp \"° m ) exp” N/ ETIET dyy
V2T oo
A
ao " ik (z—a: _hk0t> T 7(‘ 0~ Tm )
— ex 1RoZ0 ex 0 0 2m ex 2(0’2+iht/m)
p p 3 ; p
V2 o2/2 +iht/2m
On trouve bien :
o 7zh,k0>2
1 ) . thkd . hitkq s 7(071;’;
U(z,t) = a0 exp™o™ exp’am expTI T [ exp 2D
2 T T om
2
2 1 7(I*XO)
[ (z,t)]” = exp 1

-

N 2p2
ouonxo—i——hiO etF:m/l—l—Tszf:’fJL

Au cours du temps, le paquet d’onde Gaussien, reste Gaussien.
On retrouve alors

On se place en classique :
ht
ma\/§

Axclassique =tAv =
Pour des temps long, on trouve

I' x ot

mo?



5. Représenter Axr en fonction du temps et interpréter le résultat.

D=

s Clawque

—

14
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Exercice III - Inégalités d’Heisenberg

Soient #(x) et ®(z) deux fonctions de carré sommable, de normes ||®| et ||0| telles

que
2 oo 2 2 oo 2

o = [ je@Pde ol = [ jp(o)Pda

On pose
+oo ) +o00

/ 0" (z)®(z)dzr = exp ™ / 0" ()P (r)dx

ol a est un nombre réel.
1. On pose
0(x) io P(@)

) = g~ P g

En remarquant que || XH2 = f_t;o dx est une quantité positive, montrer

/_ h 0" (2)®(x)dx| = %/_ h [exp™™ ®*(2)6(z) + exp™ ®(x)0*(x)] da

o

I[H{IE]] =

On peut définir le produit scalaire :

“+o00

@2 = [ 0 @)

—00

le]* = (@[@)

exp

il o]
1 1 1 ) 1 )

= 1) + ——— (PP — ———— (P |f) — ————— (G| *D
e O+ Tammen @1 e 10~ ey 1)

1

=1+1- TENTeT (e (D|6) + " (0] D))

(x(@)]x(@)) <®_ o ®(2)

M — expi® ®(z)
@ pw&

On sait que

(x(z)|x(x)) >0
D’ou

1+1

L —ia ey
= Tayar (€7 (@16} + € (012) 2 0

1
I@el

(e (D@|0) + e (9]D)) < 2

e (2]0) + €™ (0]®) < 2| 2[l[|0]

(e (@10) + € (0]@)) < [2]]]

DN | —
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2. Soit un systéme physique a Uinstant ¢ = t5. On note ¥(x,ty) = 1(x) sa fonction d’onde
at=tyet Azx et Ap, les écarts quadratiques moyens des observables T et p,, le systéme
étant dans 1'état caractérisé par ¥ (z).

(Az)? =< (2— <2 >)> et (Ap,)? =< (Pp— < pr >)* >
On introduit les fonctions 6(z) et ®(z) définies & une phase prés par les relations

O(z) = (1= <z >)y(x) et (z) = (Po— <p» >)Y(2)

En choisissant leur phase relative de sorte que exp’® = —i, montrer que

AxAp, > g

ot = [ " — (@) Pl(e)Pda

= (& = (@)Y (@)|(@ = (2))P(x))
= (Y(@)|(@ — (2))*¥(x))

D’otu on trouve que

ArAp, = [[0(@)[[[| ()]

(V3
MIN l\DI»—l[\')Ir—k

(€7 (®[0) + e (0]2))
(i (@[0) — i (6|®))

- ((®]6) - (6]%))

(@16) — (0]®) = {(Px — L))V (2)[(2 — ()Y (x)) — (& — (@)Y (@)|(Pz — (p2)) P (2))
= W[ — )@ —(2) — (@ — @) (B — B)]¥)

[p—(p), & — ()] <¢|1/J>

[Pz, 2] = —[2,p:] =

D’ou

Awlp, > g



3. Montrer que AzAp, = g implique que ¥ () est un paquet d’onde gaussien.

AxAp, =

1)@ ()] =

RSN S

(x(2)[x(2)) =2 0= % (e (@10) + e (0]2)) < [|2][16]]

x(2)[x(z)) = 0= % (e (@10) + e (0]®)) = ||@|l[|6]

D’ou
(x(x)|x(x)) =0
Alors
_@_ex iaq)(x) —
)= a1~ P g
D’ou
@ — expi® P(z)
o~ e
o)
1]
D’ou
O(z)  P(z)

x(z) = W ZW
_0(=z) | ®(z)

— E +1 Apz

(@ — (2))Y(x)

B Ax +Z Ap,

On pose (r) = g et (p.) = hko.

(@ = @)Y(@) B = pe))Pl@) _ (& = 2o)y(x) . (Px = hko)t(2)

Ax Ap, Ax Ap,
(= 2o)i(e) | (ZIRV — Bko)(a)
Ax Ap,
_ (x — zo)0(x) N h 0y(z) ihkow(:r)
Ax Ap, Ox Ap,

_ h OY(x) xr—xy . hkg
= Ap. Oz “W)( Az _ZApz>



D’ou on intégrant :

(o) = v(0exp | TR 2 e i

On sait que

h  Ap. h 1 N Ap, 1
2 Az 2Az2? Axh  2Az?

—(x—x

o(a) = w(0)exp [T e ik

Avec 02 = 2Ax?

Ce qui est bien un paquet d’onde gaussien.
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