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Exercice 1
Le hamiltonien H d’un oscillateur harmonique & une dimension de masse m et de fréquence w

se met sous la forme

ou et p représentent respectivement les opérateurs position et impulsion qui vérifient la relation
[z, p| = ih. On définit 'opérateur

2h mw mw  mw mw mw — mw
mw 1

= — < —(=2ih
2h {mw( ' )}

__Z'Q

=1

Alors,

2. On définit V'opérateur N = ala.
(a) Montrer que N est hermitique.

N est hermitique si Nt=N ,

Nt = (ata)' = (@) (a") = afa = N

(b) On note |n) le vecteur propre de N associé a la valeur propre n. En partant de la
définition d’un opérateur hermitique, montrer que n est un nombre réel.

N |n) =n|n)

(n| N'|n) = n (n|n) (n| NT|n) = n* (n|n)
Alors,

Ce qui implique que n soit réel.



(¢) Montrer que n est un nombre positif ou nul.

On pose 1)) = a|n),
(W) = (nl a'aln) = (n| N'|n) =n (nln) = n >0
~——

=1

Alors n est un nombre positif ou nul grace a la définition du produit scalaire comme
une quantité positive ou nul.

(d) Montrer que les états |n) sont aussi vecteurs propres de H et déterminer la valeur
propre correspondante E,,.

En peu de calculs on trouve,
Il est alors trivial que,

Alors,

1
E, = hw —
(n—|—2)

La plus petite valeur de n est 0, alors il y a une énergie minimale,

[N, af] = [afa,af] = +af

4. Montrer les relations : N (a'[n)) = (n+ 1)a' n) et N (a|n)) = (n—1a|n).



a'aa |n)

= (aa" — 1) a|n)
aN |n) —a|n)

an|n) —a|n)

= (n—1)aln)

5. En effectuant un choix de phase convenable et en calculant ||a|n)||, montrer que
aln) =+vnln—1)
D’apres la relation précédente,

a|n) = Constante [n — 1)

(n|ata|n) = n = |Constante|> — Constante = \/n
Alors,
aln) =+vnln—1)

6. Calculer a'|n). On notera que le choix de phase effectué a la question précédente est
définitif. En conséquence, il faut donc établir af |n) par un calcul direct sans passer par le
calcul d’une norme.

7. En appliquant 'opérateur @ de maniére itérative a un ket |n), montrer que n est un entier.

) = al0)
Alors,
(lw) = (0| N J0) = 0
Alors,
a0) = [0)

n est entier car sinon quand on en "détruit" un par a, on ne pourrais pas tombé sur |0).



8. D’aprés les questions précédentes, a|0) = 0. Etablir I'équation différentielle donnant la
fonction ¥y(z) = (x]0) et donner sa solution.

@|0) = 010)
Alors,
(z[a]0) =0
Alors,
(x| % <£+i%) 0) =0
mw R mw 1 ey
Tl + 5 (o) wlolo —o
mw R mw [ 1 L d o
e telal0 45 (D) (<in o)) =0
. i d B
(x| 2 10) + (_w) <—Zﬁ£¢o(l’)) =0
h d
di%(l“) mhw%(l’) =0
On trouve,

Et alors, avec la normalisation on trouve,

mw 1/4
o ()
mh

9. Calculer ¢;(x), la fonction d’onde du premier état excité.

Yi(x) = a'o) = 1)
Alors,
(x|al[0) = (x[1)

(x]a"|0) = 41(2)

mw) /4 [2mw mews? /20

Y1(r) = (E 3 T exp



Exercice 2

On considére un oscillateur harmonique & une dimension, de masse m et de pulsation w. Le
hamiltonien s’écrit
~2
N P 1
H="—+ —mw?
2m 2

On note {|n)} la base propre de H. On introduit les observables X = &+/mw/h et P = p/v/'mhw
et les opérateurs a = (X + uﬁ) /\/§ et af = (X — 215) /\/§

i?

1. On suppose qu’a t = 0 le systéme est dans 'état [¢,(0)) = |n). Donner |, (t)) I'état du
systéeme a l'instant ¢.

[tha(t)) = exp™# " n)

2. Calculer les valeurs moyennes (Z) et (p) a U'instant ¢, I'oscillateur étant dans 1'état |1, (1))

On sait que

. oo
T = Gy (a + aT)
hw
b= i\ 5—(a' - a)
2
Et alors,
(#) =0 (p) =
3. Calculer les écarts-type Az et Ap.
(%) = 5 (] (& + a')? |n)
2mw

h
=5 - (n|a® +aa' + a'a + a™ |n)

h .
=5 - (n|aa' + a'a|n)

h
_ 1 2ATA
5 (n|1+2a'a|n)

h A

omw 2



Alors,

h
A2\ +
() = mw (n+2
Alors,
h 1
A — N2\ (V2 — [ z
* ({#%) = @) mw (n+ 2)

Dans 'état fondamental on minimise la relation de Heisenberg.
4. Montrer que 'état

|a) = exp ‘“”22 |n) aeC
\/_

est état propre normé de a pour la Valeur propre .

|1(0)) = |ev)
état "quasi-classique" parfois appelé état cohérents.
2 & «
_ laf? /2 A
ala) = exp —aln
) >l
“+oo

_lal? a”
= exp”| HQZW\/%’”_D

— —lal?/2
= aexp n—1
Z =Y
= o)
B |a‘2 +o00 |Oé|2n
fala) = e 3 (ol
+00 2
—|o? (Jaf*)
ex ; -
= exp @ exp‘o‘|2



5. Calculer les valeurs moyennes () et (p) dans un état |a) ainsi que les écarts-type Ax et
Ap.

=\ 5 (ol (2 + ) )
h *

= %(a—i—a)

() = iy " (0" )

o +a? + (a1 +2d'a|a))

(
=— (&’ +a®+1+ 2\04\2)
(

h
AL =4 ——
v 2mw
mhw
AD iitheed
b 2

6. On suppose qu’a I'instant initial ¢ = 0, oscillateur est dans un état |ap) avec ag = p exp’®
ol p est un nombre réel positif. Déterminer |¢(¢)), 'état du systéme a l'instant ¢.

[t = 0)) = exp ol /22 20 L in)

n —ihEnt
o exp” e

[¥(B) = exptol 2y 2= n)

n=0



ou E, = hw(n+1/2).

too n —iw(n+1/2)t
o) = exp S ML
—iwt)2 o —|ao|?/2 Jio (agexp™™")" In)
= exp exp ———n
n=0 \/ﬁ
On peut écrire af, = agexp ™.
- (22 N ()"
(1)) = expt/2 explobl /2 37 220 )
— n!

= exp™ /% ai (1)

. Evaluer dans I’état [¢)(t)) les valeurs moyennes (2)(t) et (p)(t) et justifier briévement I’ap-
pellation d’état quasi-classique pour l'état |a).

Les expressions que nous avons obtenu précédemment pour les valeurs moyennes reste de
la méme forme, on a juste & changer a en o).

(@) =/ 5 (ab(t) +ag' ()

=4/ — (ao exp ' +ap exp“"t)
mw

(T) =24/ Q:prCOS(Wt — D)

On appelle état quasi-classique car on retrouve bien l'oscillation sur la valeur moyenne,
comme un oscillateur harmonique classique.

On pose oy = pexp’®, alors




Exercice 3

I - Préliminaires

~

Soit Popérateur f(t) fonction du paramétre ¢
f(t) = exp <tfl> Bexp <—t/i>

ou A et B sont deux opérateurs.

2. En déduire

exp' Bexp ™ = B +

II - Etats comprimés de l’oscillateur harmonique

On considere Popérateur S' = £(a* — af?) ot 7 est un nombre réel et ot @ et a' sont les opérateurs
d’annihilation et de création précédemment définis dans 'exercice 2.

3. Calculer les commutateurs [a, S] et [af, ).

4. Soit I'opérateur T(r) = exp (§> Montrer que T(r) est un opérateur unitaire.

5. On s'intéresse a 'état |r) défini par la relation |r) = T'(r) [0), o |0) est I'état fondamental
de Toscillateur harmonique. Pour déterminer les propriétés de [7), il est nécessaire de
construire 'opérateur b(r) = T7(r)al"(r).

(a) Calculer le commutateur [b(r), bf (r)].
(b) Etablir la relation b(r) = acoshr — al sinhr.

6. On suppose l'oscillateur préparé dans 1'état |r), calculer les valeurs moyennes (a), (a'),
(@%), ((a")?), (a'a) et (aa).

7. L’oscillateur étant dans I’état |r), calculer les écarts quadratiques moyens Az et Ap des
opérateurs position et impulsion.

h
Az = exp "
2mw
hw
Ap = m2 exp”

8. Commenter la valeur du produit AzAp. Justifier 'appellation d’état comprimé pour 1’état

)



