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On rappelle que :

e la fonction de partition canonique d’un systéme composé de IN particules est
définie par

Q(N,V,T) Zexp

ol la somme porte sur tous les états quanthues (1) du systéme de N particules.
e ’énergie libre est reliée 4 Q par F = —kgTIn Q.

e la densité d’état d’une particule libre dans un volume V' est donnée par

o =T (4 vve )

1. En utilisant la formule pour Q(¢), montrer que la fonction de partition d’une
seule particule ponctuelle dans une boite macroscopique est donnée par

27kaBT 3/2
v = (e

Montrer que la fonction de partition de 2 particules sans interactions s’écrirait
A priori Q = ¢2?. Généraliser avec IN particules.

q(1,V,T) Zexp E(D) = Zg(El) exp PE
Ey

Si on voulait 1’écrire avec un continuum plutét qu’avec des états discrets,

Emax
oLV = [ BB e
Emin
Alors,
+00
q(1,V,T) = / dEAVVE exp™?F
0
On pose u = VE, alors du = dE/2\/E — 2udu = dFE, d’ou
+o00
q(1,V,T) = / 2uduAVuexp P
0

On reconnait I'intégrale Gaussienne, on fait alors une intégration par parties :

A +00 oo
q(1,V,T) = — (_V) [uexp’ﬁuﬂ —/ exp’B“2 du
g ‘ , 0

R e s

ot A(t) est la longueur d’onde de De Broglie associée a la particule T

Alors,




Remarque :
e ¢(1,V,T) est sans dimension, tout comme V/A(t) ce qui est bien juste.

e On retrouve rapidement ce résultat avec un calcul semi-classique pour une
particule dans V| libre, (E = p2/2m) :

oLV, T) = o / / /V &7 / / / @12 = V- ( / :" ap. expﬁpa/zm)s
o177 =35 (o) =

Montrons que la fonction de partition de deux particules sans interaction s’écrirait a priori
Qdgisc = ¢°, si elles sont discernables. Généralisons & N particules,

Siil n’y a pas d’interactions alors, Et(th) Eiz ;;rtmule Eéi ;;rtmule + 07 les particules sont

discernables, alors les états quantiques a deux particules sont du type

! a2)> a1)> léa 1)> = |l 12)

Remarque : il n’y a pas d’états quantiques a deux particules du type

o, _ lila) —Ila, 1)
ot ) =

dans I’hypothése discernables : cette hypothése faite ici, est fausse bien stir. L’idée de
ce TD est de montrer que I'équation d’état du gaz parfait semi-classique (dilué et ou
a haute température, voir plus loin), i.e. PV = NkpgT, peut bien étre retrouvée avec
pourtant cette hypothése fausse, mais on devine qu’il y a un probléme avec la non-
extensivité de Fyjsc et Sqisc avec cette hypothése fausse. C’est donc a la question 7 et
8, que l’on corrigera, comme il convient, cette hypothése fausse, en tenant compte de
la véritable indiscernabilité quantique de N bosons (de spin entier) ou de N fermions
(de spin demi-entier).

Donc, avec I’hypothése fausse de deux particules discernables, indépendants , dans V', on
a:

Gaise(2,T,V) = Y exp” BB () +E (1)) +0)
{l1,l2)}

Z Z exp E(|l)) eXp—ﬁE(\b))

{li)} {li2)}

— [ T e | [ ST exp i)

{ll)} {l12)}



Qdisc(27 T7 V) =1 ére(]-) T7 V) X g2 éme(17 T7 V)

Gaise(2, T, V) = (q(1,V,T))

On générale, pour un gaz parfait a N particules indépendantes et discernables et identiques,
dans V', on attend :

Qdise(Nu ‘/7 T) = (Q(L V7 T))N

ou

. De la question précédente, en déduire libre de IN particules ponctuelles indé-
pendantes . Est-elle extensive ?

VY 1%
FdiSC(Ty V7 N) - kBT]-n F — _NkBTln )\3(T>

Vérifions que c’est une quantité extensive,

aV
FdiSC(T7 aV7 OéN) = _N@kBT ln (F)

= —NakgT'In (%) — NakgT Ino
= aFyis.(T,V,N) — NakpT In «

Il y a un terme en trop, Fyis.(T,V, N) n’est pas attractive.

Alors, il y a un probléme, cela provient de I’hypothése fausse de discernabilitée faite ici.

. Trouver I’équation d’état de ce gaz.

F=U-TS

dFf =dU — TdS — SdT
et,

AU = TdS — PV + pudN



Donc,
dFf = —SdT — PdV + udN
Donc,
_p_9F
oV TN
ici,
8Fdisc 0 V
P=— =—— | —NkgTlh| —
3t~ ov (V07 (5))
NkgT
P pr—
v
PV = NkgT

Donc on constante que l'indiscernabilité des particules n’est pas observable sur un gaz
parfait semi-classique, c’est un effet subtil de la Mécanique Quantique. Les effets sont
spectaculaires & basse température seulement (voir gaz quantiques)

. On rappelle (?) que la probabilité d’observer un état (/) est donnée par

exp P
PL=——
Q
Montrer que, pour tous les systémes, I’énergie moyenne du gaz peut s’écrire
0 0
E)=—(In =kgT?— (In

Comment s’appelle cette quantité en thermodynamique 7 La calculer pour le
gaz de NN particules ponctuelles sans interactions.

(B =U

On appelle U I'énergie interne.

Q) =) _exp )
{1}




Ft,

exp P
(B) =" ap(|l)) = Zq%

{In} {In}
d’ot, le résultat,
O0lnQ
E\=U = —
() 3

Ici, pour un gaz parfait de N particules indépendantes, libres, discernables, identiques,

dans V', on a,
0 VY
Udise = —%1H<<§> )

0 _
=gz n(Vas w2t
3 .0

3
= —NkgT
5 VB

La encore on vois que I’hypothése fausse de discernabilité donne quand méme le résultat
connu sur le gaz parfait semi-classique,

3
UGP - éNkBT

. En déduire ’entropie de notre gaz parfait. Est-elle extensive ?

Us — Fy

F:U—TS%SdiSC: T

3 V
isc = =NkgT Faise = =NkpT'In| ———
R d o0 3575)

Test d’extensivité de Sqisc(T, V, N) :

3 aV
Sdisc(T, aV, OZN) = ENakB + Nakpg hl(ﬁ)

3 V
OéSdisc(T, V, N) = §NOél€B + NCYk’B In (ﬁ)
On voit alors que Sqise (T, &V, aN) # aSqisc(T, V, N), donc il y a encore un probléme, Sgisc
n’est pas extensive, c’est dii encore une fois, & I'hypothése fausse de discernabilité des N
particules identiques du gaz parfait.



6. Quelle est la relation thermodynamique entre U et Cy (extensif) ? En se servant
de la relation (2), montrer que Cy s’exprime comme une moyenne. Remarquer
que Cy est intimement reliée aux fluctuations d’énergie du systéme. Quel est
le signe de Cy ?

Vi = o = (E%) — (E)*

o ou 85 1 ou
Y Tor 86 ~ kpT? 9B
On remarque par analyse dimensionnelle, que [kgT'Cy| = [Vg]

€ eXp —fa

{0}
—€exp fBEl) Q(B) — € exp P 99
3 ( %
{In} (

(Q(B))?
L 2exp —Pe € exp —Pa 1 @
ST ( QB) | Q(B) 95

{0} {10}

ou 1 oU Ve 1

or _ 2\ 2
=51~ kT2 08 kpT?  kpT? ((E7) = (E))

ou encore,

VE = Cvk?BTQ



Remarque :

Or, (E — (E))* > 0, donc Vg > 0 donc on auras toujours,

1

Gy kpT?

VE>0

7. En mécanique quantique, les états quantiques de plusieurs particules identiques
sont symétrisées s’il s’agit de Bosons et antisymétrisés s’il s’agit de Fermions
(conduisant au principe de Pauli). Comment doit-on écrire la fonction de par-
tition de deux particules dans chaque cas?

q(2 bosons, T, V) = ZQXP—BE’(I@)
{¢}

q(2 fermiOnS, T, V) = Z exp_ﬂE(|¢>)
{¢}

8. Cette manifestation purement quantique se traduit pour des systémes par trop
confinés par une correction en 1/N! :

qN

Qzﬁ

Montrer que dans ce cas, ’énergie libre est bien extensive.

L’indiscernabilité de N particules quantiques identiques d’un gaz parfait, conduit, dans la
limite semi-classique du gaz (dilué et/ou "haute température"), définie par,

NX3(T)

<1
V

a la correction suivante & la fonction de partition canonique :

1
Q(Na T7 V) = ﬁ@disc(Na T7 V)



1
Q(N7 T; V) = m (Qdisc(Nv T; V>>N
formule canonique a utiliser dorénavant. Quelques arguments sont donnés ci-dessous, pour
plus de détails, voir cours de 'ENS LYON (p42-43), sur les complexions et les facteurs

d’indiscernabiltié.



