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Exercice modéle de Debye des solides
On considére un ensemble de N oscillateurs harmoniques indépendants de pulsations w;(j =
1,...,N) en trois dimensions, maintenu a la température 7.

a) Calculer la fonction de partition d'un oscillateur de pulsation w; dans les cas suivants :

i) Doscillateur est classique, de masse m.
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Alors,
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ii) loscillateur est quantique.

Zquantique — m

Montrer que ces deux résultats sont équivalents a haute température.

A la limite haute température, kgT > hw, alors lim,_,o+ sinhx = x.
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A la limite haute température, les deux résultats sont bien équivalents.

b) On suppose dans cette question que toutes les pulsations sont identiques et égales & wg.
Calculer dans le cas quantique la fonction de partition du systéme. En déduire 'énergie
moyenne, la capacité calorifique, I’énergie libre et I’entropie du systéme.
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Alors,
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Alors,
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Alors,
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c) Dans cette question, les pulsation w; sont différentes.

e (Calculer I'énergie libre F' du systéme. Montrer que F' s’écrit sous la forme

F =3kT ) In[2sinh(hw;/2ksT)]

J

ol kp est la constante de Boltzmann.

Pour N > 1, on peut écrire F' comme
+oo
F = F(T.V,N) = 3ksT / In[2 sinh(Fw,/ 2k T)]g(w)dw
0

oll g(w) est le nombre de pulsations entre w et w + dw, V' le volume du systeme.
Montrer que I’énergie du systéme s’écrit

B [ Dyl

ot on déterminera €(w, T"). Que représente €(w,T") 7 En déduire I'intégrale donnant la
capacité calorifique C' du systéme.
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Alors,

Fouye(T) = ksT /0 ™ g(w)dw3 In(2 sinh(Bhw/2))



Et on sait que

C’est issue de la statistique de Bose-FEinstein.
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d) On suppose que g(w) = Aw? si w < wp et g(w) = 0 si w > wp oll wp est une constante
(pulsation de Debye). Calculer l'intégrale de C' dans les cas suivants :

D) hw; kT < 1.
i) hw,/kpT > 1.



Exercice équilibre vapeur-solide en canonique

On considére un solide tri-dimensionnel constitué d’atomes qui sont assimilés a des oscillateurs
harmoniques quantiques indépendants ayant tous la méme fréquence f (modéle d’Einstein).
On suppose que 1’énergie nécessaire pour transformer un atome & la surface du solide en un
atome libre est E*(> 0). Le solide est maintenu a la température 7. Sous 'action de 7', un
certain nombre d’atomes sont détachés du solide pour former un gaz (vapeur) supposé parfait a
I’extérieur du solide.

1. Calculer la fonction de partition Z; du solide en fonction de T, f, E*, et N, (le nombre
d’atomes du solide).

~

3
Hatome = hw <na:+ny+nz+ §> - B

Alors,
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On sait que e pour un x positif est toujours inférieur a 1, alors on sait que la série peut
s’écrire comme 1/1 —exp ™.

exp(—ﬁhwE/m))S

2(L,T) = exp(BE") (1 — exp(—fhwg

= exp(BE”) (2 sjnh(ﬁlﬁwE/Q) ) |

Mais on sait que les N, atomes du solide sont indépendants, identiques et discernables,
alors

Zo(Ns,T) = (2(1, T))NS

Alors,
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2. Calculer la fonction de partition Z, du gaz en fonction de T" et N, (le nombre d’atomes du
gaz).

Dans la limite semi-classique, pour N, particules de spin nul, identique indépendante et
indiscernables.

Z,(N, T) = % (29 (1, 1))
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Alors,

3. Sachant que le systéme global comprenant le solide et la vapeur conserve le nombre total
d’atomes, calculer N, quand le systéme total est a I’équilibre a la température 7.

On sait que I’énergie libre Fi,; peut s’écrire,
Ftot = Fsolide + Fgaz

Par définition de I’énergie libre, on sait que a ’équilibre, Fiy; doit étre minimum, alors

d~Ft0t =0
équilibre
F, = —kgTIn(Z,(N,,T)) Fy = —kgT In(Zs(Ng, T))
Et on sait que,
dFf = —PdV — SdT + pudN

Et on sait que le volume est considéré constant, et la température aussi, alors dV, = dV, =
dT, = dT, = 0, alors

dF, = pydN, dF, = p,dN,



Et alors
N =Ny, + N; = dN =0 dN, = —dN;,
On peut alors réécrire dFi,

dﬂot = ,ungg + /Jlsts
= (kg — ps)dN; =0

Ce qui conduit a

Hg = Hs
Et on connait I'expression du potentiel chimique,
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A Déquilibre, py, = ps,
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4. Calculer la pression de la vapeur a I’équilibre.
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