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Ferromagnétisme et antiferromagnétisme

On considére un modeéle d’Ising en dimension d, constitué de N > 1 spins d’Ising s; = £1 a
la température 7', disposés aux noeuds 7 d’un réeau hypercubique. On notera § = 1/kgT, avec
kp la constante de Boltmann. On appelle h le champ magnétique extérieur (en unité d’énergie)
et on ne considére que des interactions entre plus proches voisins. Le hamiltonien du systéme
s’écrit alors

N
H:—JZsisj—thi, (1)
(i.4) =1

ou (i, j) représente une somme sur les plus proches voisins i et j.

1 Ferromagnétisme et approximation de champ moyen

Dans cette premiére partie du probléme, la constante de couplage J est positive et on la notera
J = Jp avec Jp > 0.

1.1 Geénéralités

1. A quoi correspondent les différents termes du hamiltonien (1) ?

Le terme —J ) i.j) SiSi rend compte de I’énergie d’intéraction entre les premiers voisins,
ou J est la constante de couplage et (.,.) les premier voisins.

Le terme —h ZzN:1 s; rend compte de I'énergie d’interaction entre un spin au site ¢ et le
champ magnétique.

2. Soit z le nombre de premiers voisins d’un site. Exprimer 2z en fonction de la dimension de
I’espace d.

1.2 Modéle sans interaction

On commence par négliger les interactions entre spins.



1. Calculer la fonction de partition canonique Z et 1’énergie libre F' du systéme.

Pas d’intéractions, c’est-a-dire J = 0,
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];[si:zile

L o)
= H(2 cosh(5h))

= (2cosh(Bh))N

F=—-kgTInZz
= —NkgT In(2 cosh(Bh))

2. En déduire 'aimantation moyenne m = (s;) par site. Représenter m en fonction du champ
appliqué.

1 OF
m= ————

N Oh
0
= /{;BT% In(2 cosh(Bh))

— kpTf tanh(8h)
= tanh(Sh)
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1.3 Approximation de champ moyen

On prend maintenant en compte les interactions entre spins.

1. Justifier du fait que dans I'approximation de champ moyen, s;s; ~ (s; + s;)m — m? pour

i .

S; = <51> +(551 = m—i—ésl
S; = <Sz> ‘|‘(SS]' = m+5sj

Alors,

S§iS; = (m + 581)(771 + 58]')
= m? 4+ m(Jds; + 0s;) + 93,05,
~m?+m(s; —m+s; —m)

= (s; + s;)m —m?

Dans I'approximation de champ moyen, on néglige les intéraction entre les spins, ¢’est pour
ca que 0s;05; ~ 0.

2. En déduire que dans cette approximation, le hamiltonien (1) prend la forme

N
1

i=1

Interpréter physiquement le terme zJpm + h dans 'expression ci-dessus.



N
H = —JZsisj - th,-
(i,) i=1
N
—JF Z((Sl + sj)m — m2) —h Z S;
(i.g) i=1

= Jem? Z(l) —Jrm Z(Sl + s5) —hz S;

(,5) (4,4)

Q

—— —_——
=3Nz =22 ) %
a 1
= —(ZJFTTL + h) ZZI S; + §NZJFTTL2

Le terme qui s’ajoute a h peut-étre vu comme un champ additionnel généré par les autres
spin, on mentionne parfois h + zJpm comme étant un champ moléculaire.

3. Calculer la fonction de partition canonique Z et I’énergie libre ' du systéme en champ
moyen.

7=y Lo
_ Z —B[ (zJpm+h) >0 181-‘1- L NzJpm?

{sk}

8
_ 6—5NzJFm2 E :Heﬁ(zJFm—&-h)si

{sk} 7

B
€7§NZJFm2 H § 65(2me+h)si

i s;=%1
- e_gNzme2 H {e—B(zJFm—i-h) + 6+5(ZJFm+h)}

i

— o5 NzJpm? H(2 cosh(B(zJgpm + h)))

= ¢~ 3Nalpm? (2 cosh(B(zJpm + )Y
Alors,
F=—kgTInZz
N 2
= EZJFm — NkgT In(2 cosh(B(zJgpm + h)))



4. Montrer que ’aimantation moyenne m par site est solution d’'une équation d’autocohérence
que l'on explicitera.

1 OF

N oh

= kBT@%L In(2 cosh(B(zJpm + h)))

= tanh(5(zJpm + h))

5. On se place & champ magnétique extérieur nul (h = 0). Montrer qu’il existe une transition
de phase (paramagnétique-ferromagnétique) pour une température critique 7, que I'on ex-
primera en fonction des differents parameétres du probléme. Que prévoit ’approximation
pour le cas d = 17 Comparer a la solution exacte du modéle d’Ising & une dimension.
Commenter.

Pour h = 0, I’équation d’autocohérence devient
m = tanh(5zJpm)
Ce qu’on peut réecrire,
arctanh(m) = fzJpm

Cette équation dépend de la température 1" du systéme. Il y a alors trois régimes. On peut
définir la température critique 7T, par

]{?BTC == ZJF

Ainsi,

_ T>T m(T)
C

Alors, on vois que dans le cadre 1D, on obtient bien une transition de phase. Alors, que,
Ising dans sa thése a démontré que en 1D il n’y a pas de transition de phase. Cela peut
se comprendre par le fait que, la méthode de champ moyen est valide & partir du moment



ol on a un nombre conséquent de voisin sur lequel faire la moyenne, dans le cas unidimen-
sionnel, il n’y a pas assez de voisin, alors que en dimension 2 et 3 on commence a avoir
une bonne approximation de la réalité par cette approximation.

6. Au voisinage de la température critique, trouver les valeurs des exposants critiques [ et
~ dans I'approximation de champ moyen ®. On rappelle que I’aimantation par site m et la
susceptibilité magnétique y se comporte prés du point critique comme

om

m~ (T = T), X=an

~ (T —T,)™.
(h=0)

On peut réecrire I’équation d’autocohérence,

T
m = tanh (%m)

Alors en faisant un développement de Taylor,

T 1 (T, \°

On remarque que m = 0 est une solution, alors en faisant la supposition que m # 0,
Alors,

C’est-a-dire,

Alors,

1. On donne tanhz = z — 23/3 + O(x)



Donc fBypa = 1/2.

m = tanh(B(zJpm + h)) = BzJpm + Bh

Alors,
m(1-L) o
T kgT
C’est-a-dire,
o h
kg(T —T)
om 1

Donc yypa = 1.



2 Antiferromagnétisme

Dans cette seconde partie du probléme, la constante de couplage est négative, et on la notera

J = —Jar avec Jar > 0.
2.1 Généralités
1. Quel est maintenant leffet du premier terme du hamiltonien (1) sur I'orientation des spins 7

Désormais, I’hamiltonien est,

N
7‘[ = JAFZSiSj — hZSZ
(1,9 =1

Ce premier terme désormais, plutot que de forcé 'alignement des spins, il vas forcé un
anti-alignements des spins, comme sur ce schéma,

TITLTITITITLITLT
LTI LTI
TTLTITITITLTLT

. On se place a température nulle. Justifier que le systéme se sépare en deux sous-réseaux

A et B, tels que les spins prennent la valeur +1 ou —1 suivant le sous-réseau auquel ils
appartiennent. Ces états sont appelés états de Néel. Combien existe-t’il d’états de Néel ?

Comme le montre le schéma, le premier terme de I’hamiltonien vas avoir tendance a forcé
I’anti-alignement des spins, alors, a température nulle, I'intégralité du réseau sera anti-
aligné. On peut alors désigné deux sous-réseaux, I'un représentant le spin T et 'autre le
spin |. Il y a autant d’états de Néel que d’états de spins distincts. Dans notre cas il y a
deux états : +1 et —1, alors il y a deux états de Néel.

Donner les expressions de 'aimantation et de I’énergie moyennes des états de Néel ?

Toujours & température nulle, quel est qualitativement 'effet d’'un champ magnétique h
positif 7 En comparant 1’énergie d’un état de Néel sous champ magnétique et celle d’un
état ferromagnétique (ou tous les spins sont orientés dans la méme direction), en déduire la
valeur critique h. (7' = 0) du champ qui permet de passer de la phase antiferromagnétique
a la phase ferromagnétique.

Le champ h positif vas alors tenté de forcé les spins négatif a s’aligné avec lui, et ainsi
devenir positif.



2.2 Approximation de champ moyen

On appelle my = (s;) (i € A) 'aimantation moyenne des spins du sous-réseau A et mp = (s;)
(i € B) 'aimantation moyenne des spins du sous-réseau B.

1. Justifier que s;s; >~ s;mp + s;ma —mamp (i € A, j € B) dans Papproximation de champ
moyen.

si = (si) +ds; = ma + ds; s; = (s;) +0s; = mp +ds;
Alors,

sisj = (ma +ds;)(mp + Js;)
=mamp + mads; + mpos; + 05;05;
=mamp +ma(s; —mp)+mp(s; —ma) + 95,05,
R Mmamp — MAMpB + MaS; —Mamp + Mmpgs;

= 8§;mp + §;mMy —Mamp

Dans 'approximation de champ moyen, on néglige les correlation entre spins, c’est pour-
quoi on peut dire que ds;0s; ~ 0.

2. En déduire que l'on peut mettre le hamiltonien (1) sous la forme

1
H = (zJapmp — h) Z si + (zJapma — h) Z S; — ENzJAFmAmB.

i€EA 1€B

N
H= JAFZSiSj — hZSl
(i.d) i=1

N
~ Jar Z(SimB + s;ma — mAmB) — hz S;
(i,5) i=1

:—JAFmAmBZ(l)—i-JAFmB Zsi +JArma Zsj —thi—thi
(4,9 (4.4)

(4.3) i€A i€B
—— —— ——
=Nz/2 =2 icASi =23 icB S
1
= (ZJAFmB — h) ; S; + (ZJAFmA — h) ; S; — §NZJAFmAmB

1
= —hpa Z s;i — hap Z S; — §NZJAFmAmB

i€A i€B
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3. En déduire que my et mp vérifient le systéme d’équations auto-cohérentes suivant :

ma = tanh(Glh — Amp]),
mp = tanh(S[h — Amy)).
ou 'on donnera I’expression de la constante A. Que néglige-t-on en écrivant ces deux équa-

tions ?

On doit calculer la fonction de partition Z pour calculer I’énergie libre F' pour obtenir ce
systéme d’équations,

Z:Z...ZE*BH
S0 SN

_ § eBlhBA Xica sithas Eicp si+ 3 NzJapmamp)
{sk}

_ egNZJAFmAmB Z [H eﬁhBASi] [H eﬁhABSi]

{sx} Li€A ieB

o SN zIxpmams {H [Z eﬁhBAsi] } {H [Z eghABSi”

1€A Ls;==%1 i€B Ls;=*1

e3N=armamsoN [cosh(Bhpa ) [cosh(Bhap))™™ N = N4+ Ng
Alors,

F=—kgTlhZz
= —NzJapmamp — NakpT cosh(Bhpa) — NpkpT cosh(Shap)

On peut alors définir m 4 et mp,

. 1 OF Ohga . b OF Ohag
A7 T N4 Ohpa Oh B Np Ohap Oh
1 9F 1 OF
N4 Ohga ~ NgOhag
Alors,
ma = ]{ZBTah COSh(ﬂhBA) = tanh(BhBA) = tanh(ﬁ[h - ZJAFTTLB])
BA

mp = kgT cosh(Bhap) = tanh(Bhpa) = tanh(S[h — zJapma))

Ohas
On obtient bien,

ma = tanh(S[h — Amp)),
mp = tanh(S[h — Am)).

avec A = zJaF.
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4. On se place dans un premier temps & champ magnétique nul (h = 0).

a. En supposant que m, = —mpg, montrer qu’il existe une transition de phase pour une
température Ty (appelée température de Néel) dont on donnera 'expression, entre
une phase ot my = —mp = 0 et une phase o ma(T) = —mp(T) = my(T). Donner
I'allure de m4(7T') en fonction de la température.

Si h = 0, on obtient alors

{mA = tanh(—(zJapmp), . {mA = tanh(SzJapma),

mp = tanh(—fzJapma). mp = tanh(BzJapmp).

C’est-a-dire que ce sont les mémes solutions,

e e
AR a®?

N
—

kTN = zJar

4

U

On peut alors posé

b. Tracer 'allule de my = (ma + mgp)/2 et de m_ = (ma — mp)/2. Quelle grandeur
est le paramétre d’ordre de la transition antiferromagnétique-paramagnétique ? Que
trouve-t’on si I’on mesure ’aimantation moyenne de 1’échantillon ?

Tv

ANT; FerRO PARA

T

-4

m_ est alors le paramétre d’ordre de la transition antiferromagnétique-paramagnétique.
[’aimantation moyenne de I’échantillon, correspondant donc a m_ est toujours nulle.
5. On cherche maintenant a caractériser I’effet du champ magnétique sur m4 et mp en cal-

culant la susceptibilité magnétique du cristal définie par xy = NOm. /Oh (h = 0). Justifier
cette définition.
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a. On se place tout d’abord & T' > Ty et I'on suppose que le champ magnétique est faible
(devant quoi?). Linéariser les équations auto-cohérentes et montrer que

20
Ty = 2
X(T) T+ 1Ty

ou C' est une constante que 1’on déterminera.

h Ty

ma = tanh(S[h — zJapmp]) = T M,
h Tn
mp = tanh(SB[h — zJapmal) =~ T T ma.
Alors,
1 h T h T
my = §(mA+mB) = kT %(mA+mB) = kB—T—?NTM
Alors,
Tn h
14N o
e ( T ) knT
Alors,
_ h/kp
T T T Ty
Alors,
am+
N
* Oh |9
_ N/kp
T+ Ty
Alors,
N
C=—
2kp

b. On se place maintenant & 7" < Ty. On suppose que le champ magnétique h est
faible et on écrit les aimantations sur les sites A et B comme my = mg + Am4 et

mp = —mg + Amp, avec Amy < mgy et Amp < mg. En faisant un développement
limité des équations auto-cohérentes, montrer que la susceptibilité se met sous la
forme 2
N 1
x(T)

- %Tcosh2 (TTNmO(T)) + TN

2. On rappelle que tanh(a + z) ~ tanha + z/ cosh? a pour z < 1.
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Montrer que pour 7" > Ty on retrouve le résultat précédent. Comment se comporte x
a basse température ? Donner 'allure de la courbe x(7') et comparer-1a & celle d'un
ferromagnétique.

h T h T T
ma = tanh(— — —NmB> = tanh(_ _ _NAmB + _Nm0>

kgT T kgT T T
Alors,
h Ty
Ty T — T Ams
mo + Amy ~ tanh| —m B
’ 4 ( T 0) cosh? (Zmy)
Et,
= tanh| — — — =tanh| — — — i
mp = tan (kBT T mA) an (kBT T AT m0>
Alors,
h Ty
Ty ReT 7 DM
—mg + Amp >~ —tanh{ —m E
" v ( T 0) cosh? (Hmy)
Alors,
2 (I Amy + Amp
mA+mB:kBT (T2 = ):AmA—i—AmB
cosh (TNmO)
Ty 1 2
Ama + Am 14+ —= — B
(A 2 { T cosh? (TTNmO) } cosh? (TTNmO)
Et donc,
2h 1 2h 1
Amy+ Ampg =2m, = . _ =
! ) " kpT cosh? (TTNmo) 1+t kg {TN + T cosh? (TTNmO)

T cosh? (TTNmO)

C’est-a-dire que,

h 1
my = —
T ks {TN + T cosh® (Zmy) }

Alors,

N 1
neo kB | Ty + T cosh? (TTNmO)

}
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6. On vient de voir que la mesure de la susceptibilité permet de mettre en évidence une phase
antiferromagnétique. Les techniques de differation de neutrons, qui sont des particules
possédant un spin et donc sensible & 'aimantation des atomes, permettent d’avoir une
sonde sensible a ’aimantation locale.

La figure 1 de la page suivante montre les spectres de diffraction des neutrons de 1'oxyde

de manganése (MnO), un cristal de structure cubique, qui est un matériau antiferroma-
gnétique de température de Néel Ty ~ 120 K. Commenter ces courbes.

100~

60

o
>
I

(100) (110) (111) (200) (311)
i 1

lnt(‘nsity (nclltr()ns/nlin)

o
=
T

10° 20° 30° 40° 50°
Scattering angle
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