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1 — Fluide classique de batonnets durs (gaz de Tonks)

On considére un modéle de fluide classique a une dimension, composé de N batonnets de longueur
[ et de masse m, confinés dans un espace de taille L a la température T. On appelle p la densité
de batonnets. Les batonnets interagissent par un potentiel a deux corps V(x). On se limite par
la suite & une interaction de coeur dur. On note x; la position du i-éme batonnet (voir figure
ci-dessous). Dans toute la suite du probléme, on se place dans ’ensemble canonique.

A
Y

(a) Explicitez le potentiel V(z).

Le potentiel de paire intermoléculaire :

oo |z —xjl <l

<D12(95i,1’j) = {
ou x est la position du centre du kéme batonnet. Alors,

VO(%):{ 0 I2<z<L—(N-=-0)l-1/2

00 ailleurs

(b) Justifiez trés soigneusement I’expression suivante pour la fonction de partition canonique :
2mmkgT N/z
Z(TaLaN) = (T) IN(L)a
avec l'intégrale
L—(N—1)I—1/2 L—(N—i)l—1/2 L—1/2
IN(L):/ dml---/ dxl/ dry. (1.1)
l/2 i1+l xn—1+l

On rappelle que fj;o duexp(—u?) = w'/2,
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Il n’y pas le facteur 1/N! car ici les batonnets sont discernables.

(c) Effectuez le changement de variable

{

dans l'intégrale (1.1). Calculez 'intégrale In(L). En déduire la fonction de partition du
gaz de batonnets.
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Alors,



(d)

Déterminez a partir des résultats précédents ’équation d’état du systéeme. Existe-t-il une
transition de phase dans ce modéle ?

On peut ainsi calculer 1’énergie libre,

F=—kzThz
92 T N/2
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NksT  (27mkgT
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Et on connait I'expression de la pression,
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Il n’y a pas de transition de phase dans ce modéle : Un changement d’état se traduit par
I’existence d’une pression constante sur un intervalle non nul de valeurs, ce qui n’est pas
le cas ici.

On rappelle le développement du viriel
+oo
BP =" B,(T)p",
i=1

ou # =1/kgT, ou P est la pression du systéme, et ou

By(T) = / da [1— e PO

Calculez le second coefficient du viriel By(7T') de deux maniéres différentes et vérifiez la
cohérence de vos résultats.
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ol 7 correspond a la fraction du volume occupé par les batonnets.

(f) Définissez et calculez le coefficient de compressibilité isotherme xr du fluide. Commentez
votre résultat.
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La compressibilité varie linéairement en fonction de la densité. Plus la pression augmente,
plus la compressibilité diminue, en 1/p?.



2 — Chaine unidimensionelle de spins d’Ising

On considére une chaine de N spins s; = +1 (1 = 0,1,..., N — 1) a la température T avec une
interaction ferromagnétique J > 0 entre les premiers voisins dans un champ extérieur h. Le
hamiltonien correspondant s’écrit

N—-1 N-1
H= _stisi-l-l —hZSZ (21)
=0 1=0

Les conditions aux limites sont périodiques, c¢’est-a-dire que I'on identifie sy = 5.

2.1 — Approximation de champ moyen

On cherche dans un premier temps une solution au modéle d’Ising a 1D dans I'approximation
de champ moyen. Dans la suite, on appelle m = (s;) "aimantation.

(a) Rappelez ce qu’est 'approximation de champ moyen dans le cadre du modéle d’Ising. Que
vaut la fonction de corrélation spin-spin Cj; dans cette approximation ?

L’approximation de champ moyen consiste a négliger les corrélations entre les spins, c¢’est-
a-dire,

Ci; = (sis5) — (8:)(s;) = (6s;9s;) = 0

(b) Montrez que dans l’approximation de champ moyen, le hamiltonien (2.1) prend la forme

N-1
H=—(2Jm+h)> s+ JNm.

=0
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N-1 N-1
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i=0 i=0
N-1 N-1  N-1
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= JNm? —(2Jm+h) S;

(¢) En déduire la fonction de partition canonique Z, ainsi que 1'énergie libre F.

Z:Z... Z

so==+1 sNy_1=*x1

— Z Z o BLINM? —(2m+h) S50 s}

so==%1 sny_1==*1
_ —BJNm E BQJm—{—h)ZZ 0 Ls;

{si}

N-1
e—BJNm2 Z H eBIm+h)s;

{sk} =0

N-1
efﬁJNm2 H Z 6,8(2Jm+h)si
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F=—kgTIhZz
= —NkgTIn {e‘ﬁJmQQ cosh(5(2Jm + h))}
= NJm? — NkpT In(2 cosh(B(2Jm + h)))

(d) Montrez que l'aimantation m obéit & une équation d’auto-cohérence que 1'on explicitera.

1 0F

N %h
- ]{BT% {In(2 cosh(B(2Jm + h)))}

B f2sinh(5(2Jm + h))
— P 2cosh(B(2Jm + h))
= tanh(5(2Jm + h))

(e) On se place a champ magnétique extérieur nul (h = 0). Montrez qu'il existe une transition
de phase (paramagnétique-ferromagnétique) pour une température critique 7, que I'on ex-
primera en fonction des différents paramétres du probléme.

Pour h = 0, I’équation d’autocohérence devient

m = tanh(25Jm)
Ce qu’on peut réecrire,

arctan(m) = 28Jm

Cette équation dépend de la température 17" du systéme. Il y a alors trois régimes. On peut
définir la température critique 7, par

kT, =2J

Ainsi,



Alors, on vois que dans le cadre 1D, on obtient bien une transition de phase. Alors, que,
Ising dans sa thése a démontré que en 1D il n’y a pas de transition de phase. Cela peut se
comprendre par le fait que, la méthode de champ moyen est valide & partir du moment ot on
a un nombre conséquent de voisin sur lequel faire la moyenne, dans le cas unidimensionnel,
il n’y a pas assez de voisin, alors que en dimension 2 et 3 on commence a avoir une bonne
approximation de la réalité par cette approximation.

2.2 — Résolution exacte du modéle par la matrice de transfert

On cherche maintenant a résoudre le probléme de fagon exacte, ceci par la méthode de la matrice
de transfert.

(a) Montrez que la fonction de partition canonique exacte du systéme associée au hamiltonien
(2.1) a pour expression

7 = Z Z Z Z 7;0317;132"'7;1\;,130

so==x1s1=%1 so=%1 sSN_1=%1

ot la matrice de transfert 7 (de dimension 2 x 2) est définie par ses éléments de matrice
Bh
Tsisii1 = €XP (5J8z'8z‘+1 + 7[87: + 5i41]

avec = 1/kgT, et ou les lignes sont labélisées par s; = +1 et —1, et les colonnes par
s;+1 = +1 et —1. En particulier, montrez que

B(J+h) —BJ
e e
T = ( o517 eﬁ(J—h))
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so==%1 sNy_1=%1
— § L. E eﬂJSOSl-i-%(S(H-Sl) L. eﬁJsN—lso'f‘%(SN—l'f‘SO)

so==x1 sN_1=%1

— Z Z Teoss - Ton 150

so==%1 sy_1==%1

(b) En vous servant du produit matriciel, en déduire que
_ N _ N1 _ \N N
Z = Zj:(T >8030_Tr{T }_/\0+/\1
so==+1

oll A\g et Ay sont les valeurs propres de T (|Ag| > |A1| par convention) Justifiez du fait qu’a
la limite thermodynamique (N — 00), Z = \}Y.

§ : _ 2
7;i5i+17;i+13i+2 - (T )5i5i+2

81‘+1::|:1
Ce qui est identique & une multiplication matriciel,

E:Au@kZE:@bMﬁ(ﬂBMﬁ=<HABM9=(ABM

J

7 = Z Z Teoss Tan 150

S()Zﬂ:l SN,1::|:1

= > (™)

so==*1
=Tr {TN}
= A+

(3]

Puisque |Ag| > |A1], & la limite thermodynamique,

=\

Zz)\év
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(c) Déterminez, a la limite thermodynamique, I’énergie libre du systéme.

F=—kgTlnZz
=~ —Nk'BTln()\o)

I1 faut du coup diagonalisé T,
eBU+h) =8I
T = ( =B GBUI—h)
Pour trouver les valeurs propres, il faut faire det{7 — A x Id} =0,

B ) et |
B pu-n _ | =0

C’est-a-dire,

0= (65(J+h) _ )\) (eﬁ(‘]*h) _ )\) — o287
— 625J — A (eﬁ(J—h) + 6B(J+h)) + A2 . 6—26J

= 2sinh(26.J) — Ae?’2cosh(Bh) + A2

On reconnait un polynome du second ordre en A,

P72 cosh(Bh) + \/(eﬁJZ cosh(Bh))* — 8sinh(25.J)
2
= ¢?/ cosh(Bh) £ \/em’ cosh?(Bh) — 2sinh(24.J)

Ay =

= ¢?/ cosh(Bh) £ \/GQBJ (14 sinh®(Bh)) — €207 + 267

= ¢/ cosh(Bh) £ \/leU sinh®(h) + e—267

Alors,

Ao = €7/ cosh(Bh) + \/eQW sinh?(Bh) + e~287

A = ¢/ cosh(ph) — \/ezﬁj sinh?(Bh) + e=287

Et ainsi,

F = —NkgTIn {SBJ cosh(ph) + \/eQBJ sinh?(Sh) + e—%’J}
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(d) En déduire 'aimantation m du systéme.

1 0F
m=————

N Oh
— l{;BT2 In |/ cosh(Bh) + \/ewJ sinh?(Bh) + e~287
oh
§2 sinh(Bh) cosh(Bh)e?’
\/eQW sinh?(Bh) + e~287
eBI cosh(Bh) + \/GQW sinh?(Bh) + =287
sinh(Bh) cosh(Bh)e**’
\/e%’J sinh?(Bh) + e~287
eBT cosh(Bh) + \/e%’J sinh?(Bh) + e~287
r B8J \
-, cosh(Bh)e
\/626‘] sinh?(Bh) + e~287

ef7 cosh(Bh) + \/625] sinh?(Bh) + e~287

eI B sinh(Bh) +

= kpT

e’ sinh(Bh) +

= ¢?/sinh(Bh) {

\ J

( \/625J sinh?(Bh) + =287 4 cosh(Bh)e’’ )
\/626‘] sinh?(Bh) + e~287
eB7 cosh(Bh) + \/eQﬂJ sinh®(h) + e~267

— ¢7/ sinh(3h)

\ J

e/ sinh(Bh)
\ €2 sinh(5h) + e=257

(e) Représentez m en fonction de Sh pour différentes valeurs de §J. En particulier, analysez
les cas BJ — 0 et SJ — co. Interprétez qualitativement ces résultats.

sinh(Bh)
sinh?(Bh) + 1
— tanh(Sh)

lim m =
BJ—0
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, 87 sinh(Bh)
lim m =
pIee \/625] sinh®(h)
P’ sinh(Bh)
~ |ef7 sinh(Bh)|
_ sinh(8h)
~ |sinh(3h)|
.
f +A B3 — to0o
d;

(f) Le systéme présente-t’il une transition de phase? Comparez votre réponse a la prédiction
de I'approximation de champ moyen.

Il n’y a pas de transition de phase a 'aide de cette solution exact, la oti, par I’approche de
champ moyen on trouvais une transition de phase :

I’approximation de champ moyen est toujours une mauvaise approximation en 1D.
2.3 — Fonction de corrélation

La fonction de corrélation entre deux spins séparés par R — 1 sites sur le réseau est définie par
I'r = (s0sr) — (50)(sR), (2.2)

et la longueur de corrélation & par

£ = lim {—IHER|} (2.3)

R—o0
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(a) On cherche a exprimer I'g & laide de la matrice de transfert T et de la matrice S repré-
sentant I'opérateur de spin. On écrit T et S dans leur représentation diagonale :

T = Nlw) (i,

i=0,1

S, = Z si|si) (sql -

Si::tl

Les vecteurs |s; = £1) = (1,0) et |s; = —1) = (0, 1) représentent deux états possibles d'un
spin. A l'aide de T et S, démontrez que, dans la limite thermodynamique, on a

nE
I'r= (A_) (uo| So [ur) (ur| Sk |uo)
0

<50> = ; T Z 507;081 e 7;1\]180%

SN—1

1
S0
1 1
— E Z So <50’ Z )\;]1\7 ‘un> <un’50>
S0 n=0
1 1
= = D (ualso) o (sol Y- A Jun)
S0 n=0
1 1
= 2SN {ual 3 s s0) (o)
n=0 S0
1 1
n=0
1

1
= m Zo)v{y (Un| S |un)

A [twol S+ (3)” nl 1)

= (uo| S |uo)
On vois ainsi que ce résultat est indépendant de ¢ dans (s;), c’est-a-dire que,

(s0) = (sr) = (uo| S |ug)
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SOSR E E E 807;081 T SR 19R8R7;RSR+1 e 7;N—150

SNl

_ E E R N—R
- E SoTSQSRsRﬂRSO

S0 SR

=— Zso 80|Z/\n [tn) (un|Sgr) Sk sR|Z)\N Bt (| 50)

so SR

=5 Z So (ol Z Ay ) (un| S Z Ao [t ) (] 50)
50 n=0 m=0

1
1
== > > so{sol A Jun) {unl SN ) (] s0)

anso

== Z um|30 Z S0 <SO| /\f |un> <un| SA%_R |um>

1
= Z (! Y [50) s0 (50l A [tn) ] AL [utm)

N

n,m=0 S0
L2
=5 D (] SAE ) (] SAY T )
n,m=0
L2
= E /\R)\N_R (U] S |tn) (tn| S |ttm)
A\ VR
EZ AN Gl ) ol STa) + (5) ] Sl (S )

MH

( ) (1] ) 1] S i)

3
<:>

I'r = (s0sr) — (s0)(SR)

_ (i_;)R (o] S Jun) (| S Juo)

(b) Calculez explicitement la fonction de corrélation (2.2). On admettra que les vecteurs
propres de la matrice de transfert ont pour expression |ug) = (a4, a_) et |uy) = (a—, ay),
avec

1/2

B i
Ozi:i |+ e’ sinh(BH)

V2 \/e%’J sinh?(BH) + e~287
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En particulier, étudiez le cas & champ nul. Représentez dans ce cas la fonction de corréla-
tion en fonction de R.

(ol S Jur) = (ap a_) <é _01) ( o ) —ara. = (u1] S |uo)

Alors,

(c) Calculer la longueur de corrélation (2.3). Commentez les cas basse et haute températures.

Pour h =0,

I'z = (tanh(BJ))"*
_ 6ln(tanh(6J))R
_ eRln(tanh(,BJ))

_ o~ RimnGianh(8)

_ ol

)

K-~ to0
A1

KZ”

O _é 1 R

No interadion. (K:=o)



